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БИГРАВИТАЦИЯ В ГАМИЛЬТОНОВОМ ФОРМАЛИЗМЕ∗

В. О. Соловьев
Институт физики высоких энергий, НИЦ «Курчатовский институт»
Россия, 142281, г. Протвино, Московская обл., пл. Науки, 1.

Аннотация

Одним из путей решения проблемы темной энергии Вселенной явля-
ется теория бигравитации, содержащая два метрических тензора, каж-
дый из которых минимально взаимодействует со своим набором полей
материи. Лагранжиан бигравитации является суммой двух лагранжи-
анов общей теории относительности с разными гравитационными по-
стоянными и разными наборами полей материи, а также потенциала
взаимодействия двух метрик, не содержащего производных. В общем
случае такая теория содержит 8 гравитационных степеней свободы: без-
массовый гравитон, массивный гравитон и дух. Специальный выбор по-
тенциала, предложенный де Рам, Габададзе и Толи (dRGT), позволяет
избавиться от духовой степени свободы. Однако потенциал dRGT по-
строен с помощью матричного квадратного корня и не является явной
функцией от компонент двух метрик. Одним из путей обхода этой труд-
ности является использование тетрадных переменных. В докладе рас-
смотрен альтернативный подход, в котором предполагается существова-
ние потенциала, выраженного дифференцируемой функцией компонент
(3 + 1)-разложения двух метрик, затем выводятся свойства этой функ-
ции, необходимые и достаточные для исключения духовой степени сво-
боды. Результаты получены с помощью анализа уравнений связи, воз-
никающих в бигравитации, путем вычисления скобок Пуассона между
связями и гамильтонианом. Основными гравитационными переменны-
ми являются две индуцированные на гиперповерхностях пространства
метрики и сопряженные им импульсы, кроме того, в формализме в ка-
честве вспомогательных переменных присутствуют функции смещения
и сдвига обеих метрик. После этого исключения 3-х вспомогательных
переменных остается набор из 4-х связей первого рода, порождающих
диффеоморфизмы пространства-времени, относительно которых бигра-
витация инвариантна, и 2-х связей второго рода, исключающих духовую
степень свободы. Получены следующие требования к потенциалу:

1) потенциал удовлетворяет системе линейных дифференциальных
уравнений первого порядка относительно всех своих аргументов;

2) потенциал удовлетворяет однородному уравнению Монжа—Ампе-
ра относительно 4-х вспомогательных переменных;
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3) гессиан потенциала относительно 3-х вспомогательных перемен-
ных не вырожден.

Ключевые слова: теория гравитации, биметрические теории, АДМ-фор-
мализм, уравнение Монжа—Ампера, гамильтоновы системы со связями.
doi: http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1388

Введение. Теории гравитации с двумя метриками пространства-времени
периодически обсуждались в литературе [2–11]. В настоящее время интерес к
ним объясняется надеждой решить проблему темной энергии. Вторая метри-
ка может быть фиксированной или динамической. В первом случае мы имеем
дело с массивной гравитацией, во втором— с бигравитацией. Давно было за-
мечено, что массивная гравитация приводит к появлению так называемого
духа Бульвара—Дезера [12]. Однако де Рам, Габададзе, Толи (dRGT) нашли
весьма экзотические потенциалы, для которых этой неприятности удается
избежать [10, 11, 13, 14]. Построение гамильтонова формализма для потенци-
алов dRGT является непростой задачей, так как в метрическом подходе их
не удается записать в виде явной функции от компонент двух метрик. Аль-
тернативой является применение тетрадных переменных [15–19], но и оно
встречается со своими особыми трудностями. Здесь будет рассмотрен иной
подход к построению гамильтонова формализма в метрических переменных,
который не использует явное выражение для потенциала, предполагая толь-
ко, что оно существует [20–24].

Мы будем обозначать пространственно-временные индексы строчными
греческими буквами, а пространственные— строчными латинскими.

1. Гамильтониан бигравитации. Плотность лагранжиана бигравитации

L = L (f) + L (g) −
√
−gU(fµν , gµν)

состоит из двух почти независимых слагаемых

L (f) =
1

κ(f)

√
−ffµνR(f)

µν + L
(f)
M (ψA, fµν),

L (g) =
1

κ(g)
√
−ggµνR(g)

µν + L
(g)
M (φA, gµν)

и потенциала √
−gU(fµν , gµν).

Здесь fµν , gµν —две динамические метрики пространства-времени, а ψA, φA —
соответствующие поля источников.

Мы построим гамильтонов формализм этой теории и определим число
гравитационных степеней свободы. Разлагая метрические тензоры по коорди-
натному базису, приходим к замене компонент метрики fµν так называемыми
переменными Арновитта—Дезера—Мизнера (ADM) [25]:

||fµν || =
(
−N2 + ηmnN

mNn ηjkN
k

ηikN
k ηij

)
,

||gµν || =
(
−N̄2 + γmnN̄

mN̄n γjkN̄
k

γikN̄
k γij

)
,
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где метрикам пространства-времени fµν , gµν соответствуют функции смеще-
ния N , N̄ , векторы сдвига N i, N̄ i, индуцированные на гиперповерхности со-
стояния x0 = const (пространственные) метрики ηij , γij . При этом оказыва-
ется, что единичная нормаль к гиперповерхности, заданная в метрике fµν ,
выражается через функции смещения и сдвига:

nα = (−N, 0, 0, 0), nα = fαβnβ =
( 1

N
,−N

i

N

)
.

В дальнейшем вместо координатного базиса мы будем использовать базис
Кухаржа [26–29] (nα, eαi ), построеннный так, что

– Xα —произвольная система координат пространства-времени;
– eα(t, xi) —функции вложения, eαi = ∂eα

/
∂xi,

– Xα = eα(t, xi) —представление пространства-времени как однопарамет-
рического семейства пространственноподобных гиперповерхностей по-
стоянного t,

– ηij = fµνe
µ
i e
ν
j , γij = gµνe

µ
i e
ν
j —индуцированные (пространственные) мет-

рики.
Тензоры и векторы пространства-времени могут быть разложены по этому
базису, например,

Nα ≡ ∂eα

∂t
= Nnα +N ieαi ,

||fµν || =

(
(−1)nµnν 0

0 ηijeµi e
ν
j

)
,

||gµν || =

(
−u−2nµnν uju−2nµeνj
uiu−2eµi n

ν (γij − uiuju−2)eµi e
ν
j

)
,

где

u =
N̄

N
, ui =

N̄ i −N i

N
.

Здесь функции N̄ , N̄ i получаются как компоненты разложения Nα по дру-
гому базису (n̄α, eαi ), построенному с помощью метрики gµν , при этом оказы-
вается, что

nα = un̄α + uieαi .

Выгода перехода к базису Кухаржа состоит в том, что две метрики fµν и
gµν в разложении Кухаржа имеют разное число независимых компонент. Так
как базис (nα, eαi ) был определен на основе f -метрики, эта метрика fµν име-
ет только 6 переменных компонент ηij = fµνe

µ
i e
ν
j , а метрика gµν задается

десятью переменными u, ui,γij .
В общем случае гамильтониан системы со связями 1-го рода имеет вид

H = H0 + λαΦα,

где Φα – набор связей 1-го рода, то есть выполнены условия инволюции:

{Φα,Φβ} = CγαβΦγ , {Φα, H0} = Dβ
αΦβ.
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В общей теории относительности (ОТО) гамильтониан с точностью до по-
верхностных интегралов является линейной комбинацией 4-х связей Hα =
= (H ,Hi):

H =

∫
NαHαd

3x,

причем

{Hi(x),Hj(y)} = Hi(y)δ,j(x− y) + Hj(x)δ,i(x− y),
{Hi(x),H (y)} = H (x)δ,i(x− y),
{H (x),H (y)} =

[
ηij(x)Hj(x) + ηij(y)Hj(y)

]
δ,i(x− y).

Гамильтониан бигравитации имеет вид

H =

∫ (
NR +N iRi

)
d3x,

где

R =
δH

δN
= H + uH̄ + uiH̄i + Ũ(ηij , γij , u, u

i),

Ri =
δH

δN i
= Hi + H̄i,

причем Rα должны быть связями, удовлетворяющими той же алгебре, то
есть

{Ri(x),Rj(y)} = Ri(y)δ,j(x− y) + Rj(x)δ,i(x− y),
{Ri(x),R(y)} = R(x)δ,i(x− y),
{R(x),R(y)} =

[
ηij(x)Rj(x) + ηij(y)Rj(y)

]
δ,i(x− y).

Вычисление вышеприведенных скобок Пуассона показывает, что необходи-
мыми условиями реализации этой алгебры является выполнение следующих
дифференциальных уравнений:

2ηjk
∂Ũ

∂ηij
+ 2γjk

∂Ũ

∂γij
− ui ∂Ũ

∂uk
= δikŨ ,

2ujγjk
∂Ũ

∂γk`
− u`u∂Ũ

∂u
+
(
ηk` − u2γk` − uku`

) ∂Ũ
∂uk

= 0. (1)

Варьирование гамильтониана по переменным u, ui дает еще 4 уравнения:

S ≡ 1

N

δH

δu
= H̄ +

∂Ũ

∂u
= 0, (2)

Si ≡
1

N

δH

δui
= H̄i +

∂Ũ

∂ui
= 0. (3)

В общем случае эти уравнения служат для определения u, ui как функций
от канонических координат ηij , γij и сопряженных к ним импульсов Πij , πij

и поэтому не являются связями, наложенными на канонические переменные.
Для исключения лишней степени свободы (духа Бульвара—Дезера) должна
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возникнуть связь на канонические переменные. Это произойдет, если урав-
нения (2), (3) окажутся функционально зависимыми, то есть если обратится
в нуль якобиан

D(S ,Si)

D(u, uj)
=
∣∣∣ ∂2Ũ

∂ua∂ub

∣∣∣ = 0,

который одновременно является гессианом потенциала по 4-м переменным u,
ui. Очевидно, что для исключения духа необходимо, чтобы потенциал бигра-
витации был решением однородного уравнения Монжа—Ампера в перемен-
ных u, ui.

2. Специальный выбор потенциала. Потенциал dRGT [10,11] выражается
через матричный квадратный корень. Пусть

Y α
β = gαµfµβ,

тогда
X =

√
Y , Y α

β = Xα
µX

µ
β .

Потенциал строится как линейная комбинация коэффициентов характери-
стического полинома матрицы Xα

β

P (λ) = Det(X − λI),

т. е. как комбинация симметричных многочленов матрицы:

λ1 + λ2 + λ3 + λ4,

λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ4 + λ4λ1 + λ2λ4 + λ1λ3,

λ1λ2λ3 + λ2λ3λ4 + λ3λ4λ1 + λ4λ1λ2,

λ1λ2λ3λ4,

или через следы степеней этой матрицы:

SpX,

1

2

(
(SpX)2 − SpX2

)
,

1

6

(
(SpX)3 − 3 SpX SpX2 + 2 SpX3

)
,

1

24

(
(SpX)4 − 6(SpX)2 SpX2 + 3(SpX2)2 + 8 SpX SpX3 − 6 SpX4

)
.

Как видно, мы не имеем формул для явного выражения ни собственных
значений, ни следов степеней матрицы X. Однако ключевое свойство этого
потенциала — исключение лишней степени свободы—может быть выражено
языком дифференциальных уравнений, которым этот потенциал должен удо-
влетворять.

3. Исключение духа Бульвара—Дезера. Для потенциала общего вида по-
лучается соотношение

{S (x),S (y)} = (Θi − Ū iS )(x)δ,i(x, y)− (Θi − Ū iS )(y)δ,i(y, x),
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где

Θi =

(
ŪkD̂

(
δik − 2γjk

∂

∂γij

)
− γij ∂

∂uj

)
Ũ ,

причем введено обозначение

D̂ =
∂

∂u
− Ū i ∂

∂ui
,

(1,−Ū i) —нулевой вектор матрицы гессиана. Вычисления также приводят к
следующим результатам:

{R(x),S (y)} =
(
ui − uŪ i

)
S (x)δ,i(x, y)−

(
u(Ū iS ),i + Ω

)
δ(x, y),

{R(x), πu(y)} = S (x)δ(x, y),

{Ω(x), πu(y)} = Θi(x)δ,i(x, y)−Θi(y)δ,i(y, x). (4)

Если бы величины Θi оказались отличны от нуля, то из условия сохранения
связи S = 0 при гамильтоновой эволюции определялась бы переменная u, и
не возникало бы новой связи. Это, в свою очередь, приводило бы к нечетному
числу связей второго рода в теории и вследствие этого — к полуцелому числу
степеней свободы. Используя технику неявного решения уравнения Монжа—
Ампера, развитую в работе Лезнова и Файерли [30], удается доказать, что из
уравнений (1) следует

Θi = 0. (5)

В наших обозначениях нулевой вектор гессиана есть (1,−Ū i), что соответ-
ствует ξi = −Ū i в обозначениях работы [30]. Заменим плотность потенциала
Ũ функцией V (ξi, ηij , γij), так что

∂Ũ

∂ui
=
∂V

∂ξi
,

∂Ũ

∂u
= V − ξi∂V

∂ξi
,

тогда

D̂Ũ =
( ∂
∂u
− Ūk ∂

∂uk

)
Ũ =

( ∂
∂u

+ ξk
∂

∂uk

)
Ũ = V.

Как показано в работе [30], условием интегрируемости уравнения Монжа—
Ампера является равенство

D̂ξi =
∂ξi

∂u
+ ξk

∂ξi

∂uk
= 0.

Кроме того, в цитированной работе доказано, что неявное решение послед-
него уравнения определяется из формулы

ui − uξi = (V −1)ik
∂W

∂ξk
,

где W = W (ξi, ηij , γij) —произвольная функция, а (V −1)ik — обратная мат-
рица для следующего («малого») гессиана:

Vik =
∂2V

∂ξi∂ξk
≡ ∂2Ũ

∂ui∂uk
.
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Дважды подействовав дифференциальным оператором D̂ на полученное вы-
ше уравнение (1), получаем

Θi = 0.

Заметим, что в работах [22–24] выполнение последнего уравнения приходится
считать дополнительным требованием для потенциала.

Равенство (5) означает, что требование сохранения связи S = 0 приводит
к новому уравнению Ω = 0. Как видно из формулы (4), это уравнение не
содержит переменной u и поэтому является уравнением связи, наложенной на
канонические переменные ηij , γij и Πij , πij . В свою очередь, вспомогательная
переменная u определяется из требования стабильности связи Ω = 0:

Ω̇ = {Ω,H} = 0.

В таблице, приведенной ниже, иллюстрируется вычисление числа степе-
ней свободы для различных моделей: для ОТО, для двух независимых копий
ОТО, для бигравитации с потенциалом общего вида и для бигравитации с
потенциалом dRGT.

ОТО ОТО×ОТО БиГ (общая) БиГ (dRGT)

variables (2N) (γij , π
ij)

(γij , π
ij) (γij , π

ij) (γij , π
ij)

(ηij ,Π
ij) (ηij ,Π

ij) (ηij ,Π
ij)

1st class (N1) H ,Hi
H ,Hi R,Ri R,Ri
H̄ , H̄i

2nd class (N2) — — — S ,Ω

DoF 2 4 8 7

Здесь

DoF =
2N − 2N1 −N2

2
;

безмассовое поле: DoF = 2;
массивное поле спина s: DoF = 2s+ 1.

Заключение. Для исключения духовой степени свободы от потенциала
требуется выполнение следующих условий:

1) потенциал является дифференцируемой функцией Ũ = Ũ(u, ui, ηij , γij),
2) потенциал удовлетворяет следующим дифференциальным уравнениям

1-го порядка:

2ηik
∂Ũ

∂ηjk
+ 2γik

∂Ũ

∂γjk
− uj ∂Ũ

∂ui
− δji Ũ = 0,

2ujγjk
∂Ũ

∂γik
− uiu∂Ũ

∂u
+
(
ηik − u2γik − uiuk

) ∂Ũ
∂uk

= 0,

3) большой гессиан является вырожденной матрицей:∣∣∣ ∂2Ũ

∂ua∂ub

∣∣∣ = 0, ua = (u, ui),
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4) малый гессиан должен быть невырожденным:∣∣∣ ∂2Ũ

∂ui∂uj

∣∣∣ 6= 0, i = 1, 2, 3.
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Abstract

Theory of bigravity is one of approaches proposed to solve the dark en-
ergy problem of the Universe. It deals with two metric tensors, each one
is minimally coupled to the corresponding set of matter fields. The bigrav-
ity Lagrangian equals to a sum of two General Relativity Lagrangians with
the different gravitational coupling constants and different fields of matter
accompanied by the ultralocal potential. As a rule, such a theory has 8
gravitational degrees of freedom: the massless graviton, the massive gravi-
ton and the ghost. A special choice of the potential, suggested by de Rham,
Gabadadze and Toley (dRGT), allows to avoid of the ghost. But the dRGT
potential is constructed by means of the matrix square root, and so it is
not an explicit function of the metrics components. One way to do with
this difficulty is to apply tetrads. Here we consider an alternative approach.
The potential as a differentiable function of metrics components is supposed
to exist, but we never appeal to the explicit form of this function. Only
properties of this function necessary and sufficient to exclude the ghost are
studied. The final results are obtained from the constraint analysis and the
Poisson brackets calculations. The gravitational variables are the two in-
duced metrics and their conjugated momenta. Also lapse and shift variables
for both metrics are involved. After the exclusion of 3 auxiliary variables we
stay with 4 first class constraints and 2 second class ones responsible for the
ghost exclusion. The requirements for the potential are as follows:

1) the potential should satisfy a system of the first order linear differential
equations;

2) the potential should satisfy the homogeneous Monge-Ampere equation
in 4 auxiliary variables;

3) the Hessian of the potential in 3 auxiliary variables is non-degenerate.
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